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Vorwort

Der Einsatz von Kiinstlich Neuronalen Netzen ist inzwischen sehr stark ver-
breitet. Anwendungsgebiete sind beispielsweise die Medizin, die Elektrotech-
nik und die Bildverarbeitung. Sie steuern Roboter, Fahrzeuge und werden
zur Mefidatenanalyse benutzt. Groflen Anklang finden die KNN auch in der
Muster- und Zeichenerkennung.

Eine spezielle Anwendung erfahren die Netze in dem vollautomatischen Aus-
wertesystem ArgusSelect der Firma Planet GmbH Schwerin, in der ich auch
meine Diplomarbeit geschrieben habe. Dieses System wertet Negativfilme
aus, die im Verlaufe von Geschwindigkeitskontrollen im Straflenverkehr an-
gefertigt wurden. Mein Lernverfahren, welches ich in Kapitel 3 vorstellen
werde, wurde in diesem System getestet.

In der vorliegenden Arbeit beschéftige ich mich im 1. Kapitel mit dem Auf-
bau und der Arbeitsweise von KNN, bevor ich dann im Anschlufl zu der
interessantesten Komponente von Neuronalen Netzen komme, zu den Lern-
verfahren. Ich behandle den wohl bekanntesten Lernalgorithmus fiir Feed-
Forward-Netze, das Backpropagation-Lernverfahren. Wie schon gesagt, folgt
im 3. Kapitel eine Variante vom Backpropagation-Lernen, das qcg-Verfahren.
In den beiden darauffolgenden Kapiteln 4 und 5 werde ich mich thematisch
ein wenig von den KNN entfernen und das qcg-Verfahren als allgemeines
Minimierungsverfahren fiir quadratische Fehlerfunktionen betrachten. Au-
Berdem wird ein anderes bekanntes Optimierungsverfahren fiir quadratische
Minimierungsprobleme, das cg-Verfahren, vorgestellt. Im 6. Kapitel werde
ich mich mit Fragen der Implementierung des neuen Verfahrens auseinander-
setzen, bevor ich im naechsten und gleichzeitig letzten Kapitel auf Vergleiche
des qcg-Verfahrens mit anderen Lernverfahren eingehe.
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Kapitel 1
Einfiihrung in KNN

Als erstes mochte ich bem rken, daf ich mich in allen folgenden Bezeichnun-
gen und Konventionen an [I] orientiert habe.

,Neuronale Netze (NN),..., sind informationsverarbeitende Systeme, die aus
einer groffen Anzahl einfacher Einheiten (Zellen, Neuronen) bestehen, die sich
Information in Form der Aktivierung der Zellen iiber gerichtete Verbindun-
gen (connections, links) zusenden.“ !

Man unterscheidet Biologisch Neuronale Netze (BNN) und Kiinstlich Neuro-
nale Netze (KNN). ch gehe aber nur auf die zweiten Netze ein. Zu den BNN

findet man etwas in [T]. Auch zu Elgenschaften der Neuronalen Netze und zu
ihrer Geschichte kann man in fI] nachlesen.

1.1 Aufbau von KNN

Ein KNN besteht aus einer Eingabeschicht (input layer), einer Ausgabe-
schicht (output layer) und 0 bis k verdeckte Schichten (hidden layers). Die
Neuronen der Eingabeschicht leiten die Signale in das Netz und die Ausgabe-
neuronen geben das vom Netz verarbeitete Signal nach auflen. Die verdeck-
ten Neuronen dienen der Infor %tionsverarbeitung. Ein allgemeines Feed-
Forward-Netz ist in Abbildung [I.T dargestellt.

! Andreas Zell ,,Simulation neuronaler Netze“ S.23
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Abbildung 1.1:  allgemeines Feed-Forward-Netz, der Ubersichtlichkeit
halber nur 1 Verbindung eingezeichnet ffn
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Abbildung 1.2: Neuronen eines KNN und ihr Zusammenwirken

5

2
Komponenenten von KNN: siehe Abbildung WA

1. Neuronen. Diese haben folgende Bestandteile:

o Aktivierungszustand a;;(t)

o Aktivierungsfunktion fqe.
Sie gibt an, wie sich ein neuer Aktivierungszustand a;;(t 4+ 1) des
Neurons (7, j) aus der alten Aktivierung a;;(¢) und der Netzeingabe
net;;(t) ergibt.

aij(t + 1) = fac(aij(t), nety;(t), 0:;(t)) (1.1)

o Ausgabefunktion fou:.
Die Ausgabe des Neurons (i, j) ergibt sich aus der Aktivierung des
Neurons (i, j) wie folgt

Oij = fout(aij) (12)

Meistens ist aber die Ausgabefunktion schon in der Aktivierungs-
funktion enthalten. Dann wird die Ausgabefunktion der Form hal-
ber als Identitédt angenommen. Nachfolgend ist bei mir die Aktivie-
rungsfunktion gleich Aktivierungsfunktion und Ausgabefunktion
zusammen.

o Schwellwert 6;; von Neuron (i, j).
Der Schwellwert gibt die Schwelle an, ab der ein Neuron stark
aktiv ist. Mathematisch gesehen ist dies die Stelle der gréfiten
Steigung monoton wachsender Aktivierungsfunktionen. Im biolo-
gischen Sinne ist # die Reizschwelle ab der ein Neuron feuert.
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2.

1.2

Netztopologie.

Ein KNN kann man als gerichteten, gewichteten Graph ansehen, wobei
die Kanten die gewichteten Verbindungen zwischen den Neuronen dar-
stellen. w;;, ist also das Gewicht der Verbindung von Neuron (i — 1, j)
nach Neuron (7, k).

Propagierungsfunktion.

Sie gibt an, wie sich die Netzeingabe eines Neurons aus den Ausgaben
der anderen Neuronen und den Verbindungsgewichten berechnet. Die
Netzeingabe net;(t) von Neuron (i, k) berechnet sich wie folgt

nety(t) = Z 0i—1.; (1) wgsr (1) (1.3)

Lernregel.

Lernverfahren sind die interessanteste Komponente von KNN.

Diese sind Algorithmen, nach denen die Netze lernen, fiir eine vorgege-
bene Eingabe eine erwiinschte Ausgabe zu erzielen. Folgende Méoglich-
keiten des Lernens bestehen:

Entwicklung neuer Verbindungen

Loschen existierender Verbindungen

Modifikation der Gewichte w;j;;, von Verbindungen

Modifikation des Schwellwertes 6;; von Neuronen

Modifikation der Aktivierungs- und Propagierungsfunktion

Entwicklung neuer Zellen

Loschen von Zellen

Komponenten von KNN

1.2.1 Aktivierungsfunktion

Ich werde in diesem Abschnitt etwas iiber sigmoide Aktivierungsfunktionen
sagen. Diese Funktionen sind in der Praxis am héufigsten gebrauchlich. Diese
Funktionenklasse 16st das Problem, daf§ ein Netzwerk oft sowohl auf Signale
kleiner als auch sehr grofler Amplitude reagieren mufl. Bei kleiner Amplitude
muf} es dabei sensibler sein. Daher haben sigmoide Aktivierungsfunktionen
ihre hochste Sensibilitét (grofte Steigung) um den Bereich des Arbeitspunk-
tes (Schwellwert) 6. Auflerdem sind sie iiberall stetig und differenzierbar.
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2 Vertreter dieser sigmoiden Funktionen sind:

logak
1. Logistische Aktivierungsfunktion (Abbildung l?§ai .

Diese Funktionenklasse hat folgende Form:

1
flog(x) - 1+ev

Ganz besonders wichtig im Zusammenhang mit dem Benutzen der logi-
stischen Aktivierungsfunktion ist die einfache Ableitung der Funktion:

%flog(x) - (1 +1em) (1_+1e””) (=)
- (1 +1ew) (1ie_i)
- (1 —l—le—”) (1J{ie_:1)

= Jiog()(1 = fiog()) (1.5)

Die Ableitung ist besonders fiir das Backpropagation - Lernverfahren
interessant, worauf ich aber noch spéter zu sprechen komme.

Durch Einfiihrung eines groflen Parameterwertes A kann man die sig-
moide Funktion f,,(—Az) beliebig genau an die binére Schrittfunktion
annahern. Dabei bewirken kleine Werte von A eine Anndherung an eine
lineare Funktion. Dieses Phénomen spielt bei der schlechten Generali-
sierungsleistung von Resilient Propagation eine grofie Rolle, worauf ich
im Kapitel 4.5 genauer eingehe.

(1.4)

t
2. Tangens hyperbolicus (Abbildung )5t definiert durch:

et —e’ "’
un — tanh(z) = ————M— 1.6
fuann() = tanh() = S (16)
Sie 143t sich aus fi,, wie folgt darstellen:

et — e B e:v(l _ 6—2:5) B 1 — €—2x

tanh = =
an (.Z’) er 4+ e~ 6:1:(1 + 672:1:) 1+ e—2zx
2= (1+e)
B 1+e 2
2fi0g(22) — 1 (1.7)
Die Ableitung ist ebenso leicht zu berechnen
d (et e)(e"tet) - (" —e)(e" —e)
de (e* + e)2

= 1 — tanh®() (1.8)
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Abbildung 1.3:  Logistische Aktivierungsfunktion fi,,(Ax)

Par amet er

Abbildung 1.4: Tangens Hyperbolicus fignn(Ax)
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1.2.2 Lernen in KNN

Unter Lernen in KNN versteht man meist die Abénderung der Verbindungs-
gewichte und Schwellwerte, um eine bessere Ubereinstimmung zwischen er-
wiinschter und tatséchlicher Ausgabe zu erhalt 0.,

Man unterscheidet 3 Arten des Lernens: — aus %ﬁ?ntnommen

e Uberwachtes Lernen (supervised learning) Ein externer Lehrer gibt zu
jedem Eingabemuster der Trainingsmenge das korrekte Ausgabemu-
ster an. Das bedeutet, dem Netz liegen vollstdndige Trainingspattern
(Eingabe- und Ausgabemuster) vor. Aufgabe des Lernverfahrens ist es,
nach wiederholter Prasentation der Trainingspattern die Angleichung
von Ein- und Ausgabe selbstéindig vorzunehmen. Ganz wichtig ist die
Generalisierungsfahigkeit, d.h., das Netz erkennt unbekannte dhnliche
Eingabemuster (Testpattern). Diese Arten von Lernverfahren sind iibli-
cherweise die schnellsten, jedoch sind sie am biologisch unplausibelsten.
Ein wichtiges Lernverfahren dieser Klasse ist das Backpropagation-
Lernverfahren mit seinen Varianten.

e Bestirkendes Lernen (reinforcement learning) Der externe Lehrer gibt
zu jedem Eingabemuster der Trainingsmenge nur an, ob es richtig oder
falsch klassifiziert wurde. Die korrekte Ausgabe jedoch gibt er nicht an,
diese mufl das Netz selber finden. Diese Art des Lernens ist sehr viel
langsamer als die erste Art, jedoch biologisch plausibler, weil man ein-
fache Riickkopplungsmechanismen der Umwelt beobachten kann, wie
z.B. Bestrafung bei falschen und Belohnung bei richtigen Entscheidun-
gen.

e Uniiberwachtes Lernen (unsupervised learning) Der grofie Unterschied
zu den beiden anderen Arten ist, dafl wir hier keinen externen Lehrer
haben. Das Lernen erfolgt durch Selbstorganisation (self-organized lear-
ning). Die Trainingspattern bestehen nur aus Eingabemustern. Durch
das Lernverfahren versucht das Netz, dhnliche Eingabemuster in dhnli-
che Kategorien zu packen. Es existieren aber keine erwiinschten Anga-
ben, ob das KNN Trainingspattern richtig oder falsch klassifiziert hat,
wie noch beim reinforcement learning. Diese Lernverfahren sind am
biologisch plausibelsten, jedoch nicht auf so viele Probleme anwendbar
wie die anderen Verfahren.

Auf zwei unterschiedliche Arten des iiberwachten Lernens werde ich jetzt
noch eingehen. Da gibt es zum einen das online-Training und das offline-
oder batch-Training. Bei den online-Verfahren wird nach jeder Présentati-
on eines Trainingspatterns ein Lernschritt, also eine Anderung der Gewichte
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und Schwellwerte, durchgefiihrt. Bei der offline-Variante wird erst nach ein-
maliger Zufiihrung jedes Trainingspatterns ein Lernschritt vollfiihrt. Daraus
ergeben sich verschiedene Probleme und Vorteile. Die offline-Algorithmen
sind unempfindlich gegeniiber ungemischten Trainingsdatensétzen, ganz im
Gegensatz zu den online-Verfahren, machen aber Sorgen bei groflen Trai-
ningspatternsitzen.

Man muf3 aber bedenken, dafl die online-Variante optimierungstechnisch kein
einwandfreies Verfahren ist, da man nicht iiber die gesamte Fehlerfliche mi-
nimiert, sondern nur iiber einen Teilfehler.

1.2.3 Netztopologie

Ich méchte mich in meiner Diplomarbeit nur auf Feed-Forward-Netze (Netze
ohne Riickkopplung) beschranken. Bei diesen Netzen existiert kein Pfad, der
von einem Neuron direkt oder {iber zwischengeschaltete Neuronen wieder zu
dem Neuron zuriickfithrt. Mathematisch gesehen ist die Topologie des Netzes
also ein azyklischer Graph.

Man unterscheidet zusétzlich noch 2 Arten von Feed-Forward-Netzen:

e Ebenenweise verbundene Feed-Forward-Netze:
Die Netze bestehen aus mehreren Schichten. Es gﬂ%‘g Jur Verbindungen
von einer Schicht zur néchsten. siehe Abbildung IT.

e Allgemeine Feed-Forward-Netze (mit shortcut connections):
Diese Netze bestehen auch aus Verbindungen, die Ebenen iiberspringen,
d.h. die direkt von einem Neuron in Schicht k zu ngis%em Neuron in
Schicht k 4 ¢ mit ¢ > 1 verlaufen. sieche Abbildung [T
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Abbildung 1.5: Feed-Forward-Netz ohne shortcut connections

Abbildung 1.6: Feed-Forward-Netz mit 2 shortcut connections

Die andere Klasse von Netzen, die man unterscheidet sind die Netze mit
Riickkopplungen. Ich mochte aber, wie vorher schon erwahnt, nicht auf diese
Klasse eingehen, weil sie fiir Bachpropagation und ﬁine Varianten uninter-
essant ist. Ndheres zu diesen KNN findet man irﬂﬁ



Kapitel 2

Das
Backpropagation-Lernverfahren

In diesem Kapitel wende ich mich nun dem populdrsten Lernalgorithmus fiir
vorwéartsgerichtete Netze zu.

Backpropagation ist ein Gradientenabstiegsverfahren (Methode des steilsten
Abstiegs). Mit diesem Verfahren versucht man moglichst schnell das globale
Minimum der Fehlerfliche, aufgetragen iiber die Gewichte und Schwellwerte
des KNN, zu finden.

2.1 Herleitung von Backpropagation

Ich werde am Anfang erst einmal einige Grofien deﬁniere%_?ie ich im weiteren
Verlauf dieser Arbeit benutze: (bezogen auf Abbildung n)

e W;=|N|mit0<i:<rundr>1
° gz(mo,...,xWO)T
® g:(yOW“ayWr)T

b g: (QOV"):&WT)T

w;k ist das Gewicht von ((i —1,7), (4,k))

0;; ist der Schwellwert von Neuron (i, j)

(g(l),g(l)) s (g(t),g(t)) sind die Lernpattern

Ziel des Lernverfahrens: g ~ g(l), SRR Q(t)
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Der erste Schritt des Backpropagation-Verfahrens ist der Feed-Forward-
Schritt, in dem die Eingabewerte bis zur Ausgabeschicht vorwértspropagiert
werden. Fiir die Herleitung b wtze ich als Aktivierungsfunktion die logisti-
sche Funktion (siehe Formel ((Ei?))

(s) (s) _ .(s)

Ooj:neto‘;—xj mit s=1,...,1 (2.1)
J = 07 ) WO ‘
Wir nehmen jetzt an, wir hétten of.i)l’j und netgL ; schon berechnet fiir
1 <@ < r. Daraus ergibt sich folgendes
Wit
net'? = Z ogs_)l’jwijk (2.2)
j=1
s 1
o) = (2.3)

1 + e~ (netiz) —Oik)

Damit erhalten wir als Ausgabe in der Ausgabeschicht:

79 =0 mit j=0,... W, (2.4)

J rj
An diesen Feed-Forward-Schritt schlieit sich nun der Backpropagation-Schritt
des Fehlers an, in dem der Fehler von der Ausgabeschicht in die Eingabe-
schicht zuriickpropagiert wird.

Als Fehlerfunktion F' haben wir folgende:

Fl0) =123 (3 = 5”) = Min (2:5)

s=1 j=1

Den Faktor 1/2 nehmen wir deshalb hinzu, weil er sich spéter zusammen mit
dem Faktor 2 vom Differenzieren herauskiirzt.

Bei diesem zweiten Schritt stoffen wir nun auf ein Problem, welches nur fiir
Feed-Forward-Netze mit grofler oder gleich einer verdeckten Schicht auftritt.
Man benétigt aber nur solche KNN in der Praxis, da die anderen nur sehr
wenige Probleme 16sen konnen. Deshalb ist dieses Problem im Umgang mit
Backpropagation immer présent.

log
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Problem 2.1. Wie kann man V, gF (w, ) geschickt berechnen ?

Idee. Setze

(S) aF
= o
e 26
B .=
Y 8net§j>

Wir fangen also im z%%iltf&esh%rlitt b‘g}L &g_&gggabesehicht N, an.
Wegen den Formeln (2.4),(2.5) und (2.6) wissen wir folgendes:

) _ OF o e ) ()
Qrj = PROREECENNC =0y 7Y (2.7)
rj

Dann haben wir:

F(0f)) = F(net(), 1 (0), ... netl) . (o)) (2.8)

................................ Schicht N;44

s (s)
netH_L1 1”Letl.+171,[,1_+1

........................................ Schicht N;
Neuron (i, 7)

fvono

Abbildung 2.1:  Erlduterung von Formel (2. ffs
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Dann berechnen wir mit Hilfe der Kettenregel agj) geméf folgender Formel:

s) OF oF 8net§i)1’1 OF é)netgi)l’wm
e 1 sy R NP * ®
00ij 3neti+171 0015 8neti+1vwi+l 8015

. . alpha_betanet
und erhalten mit Hilfe von Formel (2:0) und (2.2):

Wit

o) = 3 A (2.9)
k=1

Wir haben also:

Wit

0%(']8‘) = Z ﬁi(-si-)l,kwwrl,j,k (2.10)
k=1

Nun miissen wir noch 61(; ) berechnen, was in Analogie zur Berechnung von

() -
;" gemacht wird.

F(nety))) = F(o) (net.})) (2.11)

Wiederum mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir:

B oF _ OF * 801(;)
ij

- anetgj) aog‘;) anetS)

Nun kommt die relativ leichte Differenzierbarkeit der logistischen Aktivie-
rungsfunktion zum Tragen, worauf ich schon in Kapitel 1.2.1 eingegangen
bin, denn:

0%

a—”() =0 (1 - 0}) (2.12)
net;:
ij

1 b
Wir bekommen letztendlich mit Formel (W

B = afy) oy (1 - 0f}) (2.13)
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Das bedeutet, im zweiten Schritt des Back](:)ropagat1on—Verfahrens mufl man
schlchtenwelse von oben nach unten erst ;;” und dann ﬁ( berechnen.

Nach diesem Schritt kommt das Aufsummieren der Gradienten. Hier sum-
miert man die Gradienten des Fehlers F' beziiglich der Gewichte und der

Schwellwerte auf.
Erst einmal betrachten wir den Gradienten beziiglich der Gewichte.

F(wijk) = F(netz(.z,) (wijk) = s € 85)

wobei S € P(1,...,1)

Mit Hilfe der Kettenregel berechnen wir wieder

OF OF  Onet'?
_ — Dk (2.14)
awijk poye 8netik awijk

a_beta

1
Nach Formel (B‘e%) und (a. ergibt sich

_Zﬁzk 0 1] (215)

seS

Damit erhalten wir also:

=3 Aol (2.10)

ses

GwUk
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Auf dhnliche Art und Weise berechnen wir den Gradienten beziiglich der

Schwellwerte.

F(0i) = F(0l))(0;5) : s € S)

Wegen der Kettenregel folgt

801] 30 8&]

seS
AuBerdem wissen wir folgendes
20 9 1

90;; 00 | o (netyy —0:))

— (netij) —9”)

e

(1 + e~ (reti —0i))

2

(2.17)

1 1
- ) _y 1-
1 4 e~ (netiy =0i) 14 e~ ety
= 01— 0)

U )

lalpha_betdfnachtheta
Formel (u 6) und (2.1I8) ergibt

OF (5) 4 o) s)
99@' - ZO‘U 0ij (1 — 0y )

SES

bet
Aus Formel (b IB) folgt schlieBlich:

- _Zﬁm

seS

U))

2.15)

(2.19)

(2.20)

’sum_fnachtheta
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Als letztes schliefit sich dann der eigentliche Lernschritt an. Jetzt werden die
Gewichte und Schwellwerte modifiziert nach der Arbeitsweise eines Gradien-
tenabstiegsverfahrens, man bewegt sich auf der Fehlerfliche in Richtung des
negativen Gradienten (steilster Abstieg ist die Suchrichtung z):

neu OF
= —&—F
Wijk awqgt
ijk
» oF (2.21)
(2 = _gaeq!t
]

Hierbei wird € € R als Lernrate oder Schrittweite bezeichnet. Diese wird

heuristisch festgelegt.

Der Lernschritt lautet:

neu
ijk

neu
Wijk

neu __ palt new
0t = 07" + 2,

_ . alt
Wigp = Wyjp, + 2

(2.22)

Zwei Verfahren des Backpropagation-Verfahrens unterscheidet man noch,
zum einen ist es online-Backpropagation, zum anderen offline- (oder batch-)
Backpropagation. Vergleiche dazu auch Kapitel 1.2.2. Da bei offline erst ein
Lernschritt durchgefiihrt wird, wenn al]wgu%“r?%gicrﬁgsg%t?ggcgggé tl;Tetz einmal
zugefiihrt wurden, ist in den Formeln (2.16) und (2.20) die Menge S gleich
die Menge aller Trainingspattern, also S = (1,...,t). Bei der online-Variante
hingegen ist S einelementig, das bedeutet, wir fithren keine Aufsummation
der Gradienten durch, sondern machen gleich den Lernschritt.

Der Backpropagation-Lernalgorithmus besitzt eine Menge von Problemen,
auf die ich im Detail im néchsten Abschnitt eingehen mochte. Trotz allem
ist dieses Lernverfahren sehr bekannt und populér.

such

lernschritt
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2.2 Probleme von Backpropagation

In diesem Abschnitt werde ich einige grundlegende Probleme vom Backpro-
pagation-Lernverfahren naher diskutieren.

Wie fiir alle Gradientenabstiegsverfahren iiblich, resultieren die Probleme
daraus, daf§ Backpropagation ein lokales Verfahren ist, welches keine Infor-
mation iiber die gesamte Fehlerflache besitzt, sondern nur aus der unmittel-
baren Umgebung des Gradienten. 1

Die folgenden Probleme habe ich aus ﬁ?ntnommen.

1. Symmetry breaking

Die ist ein Problem der Initialisierung der Anfangsgewichte und An-
fangsschwellwerte fiir vollstdndig ebenenweise verbundene Feed-
Forward-Netze.

Wenn namlich alle Anfangswerte des Netzes gleich grof§ gesetzt werden,
kann Backpropagation in den der Ausgabeschicht vorgelagerten Schich-
ten keine unterschiedlichen Gewichte und Schwellwerte mehr erzeugen.
Dadurch schréinkt man natiirlich das Lernen erheblich ein.

Die Behebung dieses Problems ist aber sehr einfach. Man nimmt als
Initialisierung der Anfangswerte einfach kleine zufillige Werte.

2. Lokale Minima der Fehlerfliche

Typisch fiir alle Gradientenverfahren ist, daf sie sich in lokalen Minima
verfangen.

Speziell auf KNN bezogen mufl man noch sagen, dafl je hoher die Di-
mension des Netzes ist, das heifit je mehr Verbindungen das Netz be-
sitzt, um so zerkliifteter ist auch die Fehlerfliche F'. Das bedeutet wie-
derum, die Wahrscheinlichkeit, dafl man in einem lokalen Minimum
landj%ilf‘jr{ird grofler. Durch Regulierung der Schrittweiten (siehe For-
mel (2.2T)) wéhrend des Lernens kann man diesem Problem ein wenig
entgegenwirken, jedoch ganz ausloschen kann man es nicht.
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|

g

lokales Minimum

globales Minimum

Gewichte w

Abbildung 2.2: lokale Minima der Fehlerfliche

3. Flache Plateaus

Die Grofle der Gewichts- und Schwellwertdnderung héngt bei Back-
propagation, wie wir ja schon wissen, vom Betrag des Gradienten ab.
Das Verfahren braucht also zur Uberwindung dieses Plateaus sehr viele
Lernschritte, da die Grofle des Gradienten hier relativ klein ist. Eine
Erhohung der Schrittweite wire hier angebracht.

Ganz schlecht sieht es bei ebenen Plateaus aus. Da der Gradient hier
der Nullvektor ist, fithrt Backpropagation keinen Lernschritt mehr aus.
Zusétzlich kann das Verfahren nicht erkennen, ob man auf solch einem
Plateau stagniert oder ob man sich in einem lokalen oder globalen Mi-
nimum befindet.

Eine Variante des Backpropagation zur Behebung dieses Problems ist
der Momentum-Term, welcher sich an den cg- Verfahren fir nichtqua-
dratische {’{Obleme anlehnt. Diese Modifizierung von Backpropagation

wird in f1 vorgestellt.
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Fehlerfunktion F

flaches Plateau

globales Minimum

Gewichte w

Abbildung 2.3: flaches Plateau der Fehlerfliche

4. Oszillation in steilen Schluchten

Dieses Problem tritt auf, wenn der Gradient am Rande einer Schlucht so
groB ist, da man durch die Anderung der Gewichte und Schwellwerte
auf die gegeniiberliegende Seite der Schlucht gelangt. Ist die Schlucht
auf dieser Seite genauso steil tritt dieses Phédnomen erneut auf, und wir
erhalten eine Oszillation.

Auch dieses Problem 148t sich mit dem Momentum-Term abschwéchen.

/

Fehlerfunktion F

lokales Minimum

globales Minimum

Gewichtew

Abbildung 2.4:  Oszillation in steilen Schluchten
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5. Verlassen guter Minima

Dieses Problem kann bei sehr engen Télern von F' auftreten, ndmlich
dann, wenn der Betrag des Gradienten so grof ist, dafl man durch den
Lernschritt das lokale oder gar globale Minimum verlaft.

Ungliicklich ist, dal man durch Einsatz des Momentum-Terms oder
Erhohung der Schrittweiten, die Wahrscheinlichkeit des Auftretens die-
ses Problems entscheidend erhéht. Wodurch man sieht, dafl der Ver-
such, ein Problem des Backpropagation-Lernverfahrens zu beheben,

andere Probleme nach sich ziehen kann.

Fehlerfunktion F

¢ I

lokales Minimum

globales Minimum

Gewichte w

Abbildung 2.5:  Verlassen guter Minima der Fehlerfliche

6. Wahl der Schrittweite

Die Wahl der Schrittweite ¢ ist sehr bedeutend fiir das Konvergenzver-
halten von Backpropagation.

Ist sie zu grofl besteht die Gefahr, daff das Lernverfahren enge Téler
nicht findet oder sogar aus ihnen wieder herausspringt oder ins Oszil-
lieren kommt, wie schon vorgestellt.

Wihlt man die Schrittweite jedoch zu klein, wird dadurch der Zeitauf-
wand unakzeptabel grof3, weil man die Anzahl der Lernschritte erhoht.
Die Schrittweitenwahl ist abhéngig vom gestellten Problem, welches
das KNN l6sen soll, von den Trainingspattern und von der Grofle und
der Topologie des Netzes.

Bei praktischen Anwendungen liegt die Schrittweite zwischen 0.1 und
0.9.
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7. Wahl des Dynamikbereichs

Bezogen auf die logistische Aktivierungsfunktion macht man hier fol-
gendes: Man dndert ihren Dynamikbereich von [0, 1] auf [—1, 1].
Dieses beruht auf der Feststellung, dafl die Gewichtsénderung Aw;jj
und die Schwellwertdnderung Ad;; abhéngig ist von der Ausgabe o;;
des Neurons (4, 7). Im Falle von o;; = 0 erfolgt sogar keine Gewichts-
und Schwellwertéanderung.

Eine Moglichkeit wiire die Anderung des Eingabebereichs zu [—1/2,1/2]
und das Hinzufiigen eines Termes, der den Wertebereich der logistischen
Aktivierungsfunktion auf [—1/2,1/2] zuriickschraubt:

P! (2.23)

O —
Y T 4emetiy 9

Auf Grund dieser Probleme hat man im Laufe der Zeit einige Modifikationen
Varianten von Backpropagation entwickelt. Diese werden ausfiihrlich in

o
ﬁfvorgestellt.

Eine andere Variante stelle ich im anschlieSenden Kapitel vor.



Kapitel 3

Das qcg-Verfahren

In diesem Kapitel werde ich eine Modifikation des Backpropagation-Lernver-
fahrens herleiten und seine Arbeitsweise beschreiben. Dieses Verfahren lehnt
sich an das cg-Verfahren fiir nichtquadratische Probleme an, wobei man die
Fehlerfliche F' durch eine quadratische Funktion approximiert, daher auch
der Name qcg- Verfahren.

Dieses Verfahren wurde als Lernverfahren im System ArgusSelect der Firma
Planet GmbH Schwerin getestet und gleichzeitig mit den bisher dort einge-
setzten Lernverfahren verglichen. Auf die Ergebnisse des Vergleichs gehe ich
im 7. Kapitel nédher ein.

3.1 Herleitung des qcg-Verfahrens

Ich mochte am Anfang noch einmal an den Lernschritt beim Standard-
Backpropagation erinnern:

neu __ ., .alt new
Wil = Wijg + 2wy, (3.1)

neu __ palt neu

Idee. Wir merken uns zusétzlich zu der Abstiegsrichtung des Standard-
new alt

Backpropagation-Verfahrens (f;‘;eu) die alte Suchrichtung (g“’ )
Zg

alt
29
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F(wu'ralt’ Qu'r‘alt)
o F(wneu’g’n(iu)

Abbildung 3.1:  Linearkombination der Suchrichtungen

wobei hier folgendes gilt

alt

(_flt> = Kombination der Suchrichtungen
g

aus dem vorherigen Lernschritt

areu Vo F (e, g)
Zw — _vw F alt, ealt — _( ws A= = ) 3.2
( neu) w,0 (w = ) VQF(walt7Qalt) ( )

2y

Dann fithren wir eine Linearkombination der Suchrichtungen durch und er-
halten somit folgenden Lernschritt:

wneu walt . ggeu § gglt
(Qneu) = <9alt) +M ( neu) +)\ <Zalt> (33)

2y 29

Die Aufgabe besteht darin, die Koeffizienten p* und A* zu bestimmen.
Wir interpolieren hierfiir die Fehlerfunktion F' durch eine quadratische Funk-
tion in A und p wie folgt, wobei v hier der Ansatz ist:

neu pneu walt ggeu z?ult
SD(AMM) = F(w 7Q ) =F ((Qalt) +:u<£geu) +)\<§th>) (34)

v\ p) = aXN b +cptFdtep+ f (3.5)
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Ein sinnvolles Ziel ist es, an ausgewéhlten Stellen folgendes zu fordern:

p(Ap) = P(dp)
Ableitung von ¢(A, ) = Ableitung von ¥(A, u)

Dazu miissen wir die Koeffizienten a, ..., f bestimmen.

Dafiir legen wir uns Bedingungen fest, so daf§ wir relativ leicht diese Berech-
nungen durchfithren und gleichzeitig so viel wie mdéglich schon berechnete
Werte benutzen kénnen.

AuBlerdem sieht man, dafl wir 6 Bedingungen benétigen, um die Koeffizienten
eindeutig bestimmen zu konnen.

1. Bedingung:

o dp
i N 3.6
ONZS OALZY 30
o

=d (3.7)
(9<p " T ((walt) (gneu) (zalt))

2ot 2g" ) Vo |+ w + w B

o=~ B 2 Ve (g ) g z') ) =

2. Bedingung;:

o Dip
— = — 3.10
oplh=g  ouli=g (3.10)
o
a_:uk=0:20’u+b)\+e>\:o

n=0 pn=0

=e (3.11)
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9
o

pn =20

3. Bedingung;:

(A, 1) = (A, 1)

SD()\y 'u) _ S0(07 0) — F (walt7Qalt)

?ﬂ()\,/i) N = w(O,O) = f

f — F (&alt7Qalt)

4. Bedingung:

e\ |, =),

nw=0 n=0

walt szlt
90()‘7/0 A= -1 (,0(—1,0) =F ((gﬂt) - (;Mt))
n=0 - =6

—F (wuralt7 Quralt)

(A ) =¢(-1,0)=a—d+f

A=-1
n=0

a=F (wuralt’Quralt) +d— f

5. Bedingung:

%

o) _ 9
o

o Ou

A=—-1

A=
n= nw=0

alt neu alt
x=o0 (glnue ) gge ) vMaQF ( <Qalt ) + K (deu) + A (gglt

30

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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=2cu+bl+e .
8u i Ao
=—-b+e (3.23)
asp neu neu neu alt
@ A1 (gw ¥4, )vat‘)F ((ealt) + ( neu) ( alt A=-1
p=0 pu=0

M
zalt

— (Zneu ggeu)va 9F (wuralt euralt (324)

b=e— (Zneu neu)va 9F ( uralt)guralt) (325)

6. Bedingung:

Als letztes mufl noch Koeffizient ¢ berechnet werden. Hier ergibt sich
ein kleines Problem. .

c steht vor p? in Formel (E%), und p ist gleichzeitig auch der Koeffizi-
ent vor dem neuen negativen Gradienten (Suchrichtung bei Standard-
Backpropagation) (2", z0¢“)T den man gerade erst berechnet hat.
Daraus folgt, man kennt in Richtung dieser Suchrichtung noch keine
Werte auf der Fehlerlandschaft F', die man zur Berechnung der Koeffi-
zienten verwenden kann. .

Daher mufl man g in Formel (E%) oder in den partiellen Ableitungen
von ¢ immer 0 setzen. Dadurch féllt der Koeffizient ¢ bei den Berech-
nungen gleich heraus und kann nicht so elegant berechnet werden, wie
die anderen 5 Koeffizienten.

Man muf} sich also einen Hilfswert bestimmen, um c¢ berechnen zu
koénnen:
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o(0,) = P

@(717 0)
o F(wneu’gneu)

©(0,0)

Abbildung 3.2: Berechnung von F"if

Wir befinden uns am Punkt ¢(0,0) und berechnen von \Esi%rhaus in
Richtung s(i;%e:), mit € als Schrittweite (vergleiche Formel (2.21)), den
) :

AN fhilf
neuen Wert F" (siche Abb. 3.27.
Folgendes gilt:

‘ A ) walt Sneu
Fmdf::PwQQMU¥QMU)::P‘<<5at>_F5(_im)> (3.26)
v 29

Dann verfahren wir in Analogie zur Berechnung der anderen 5 Koeffi-
zienten.

(A, 1) rmo = IOWD) A0 (3.27)

i), =e0a = F () +<(5)) e
roo Q ggeu

v\ )|, _, =v(0,¢) = 2c+cece+ f (3.29)

1 alt ’Z}eu
=5 {F ((%m) + E(ig“)) e f} (3.30)
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Wir haben die Koeffizienten a, ..., f nun bestimmt und kénnen 1 eindeutig
angeben.

Die Funktion % hat, da sie ja durch den Ansatz quadratisch ist, genau ein
Optimum. Dieses bestimmen wir, aber nur dann wenn dieses Optimum ein
Minimum ist (siche hierzu Kapitel 3.2.3), und berechnen dann die Koeffizi-
enten \* und p* wie folgt:

S =2a\+bu+d=0
Vi =0 <= (3.31)

% =2cu+b\+e=0

Das bedeutet wir erhalten ein Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2
Unbekannten A* und p*. Dieses 148t sich eindeutig 16sen mit Hilfe eines Gauf3-
Schrittes:

., be—2cd
= = (3.32)
., bd—2ae
" (3:33)

1
Zum Schluf fithren wir den Lernschritt durch nach Formel ( 37

3.2 Arbeitsweise des qcg-Verfahrens

3.2.1 Veridnderung der Patternpakete

Ich habe mich im Kapitel 2 schon iiber online- und offline- Varianten des
Backpropagation-Verfahrens geduflert. Da aber das qcg-Verfahren ein rei-
nes offline-Verfahre i'st, wie beispielsweise auch Resilient-Propagation oder
Quickprop (siehe , kommt hier nur die offline-Variante zum Einsatz. Ich
habe Tests durchgefiihrt mit qcg-online und qcg-offline. Die Ergebnisse kann
man im Kapitel 7 nachlesen.

Man kann aber trotzdem die Pakete der Lernpatternsitze variieren und dann
Lernschritte durchfithren. Auch diese Ergebnisse kann man im Kapitel 7 fin-
den.

Man mufl ganz klar feststellen, dafl die optimale Grofle der Pakete von vielen
Faktoren abhéngt. Zum einen wire da das gestellte Problem, welches das
KNN l6sen soll, das einen sehr starken Einflufl auf die Wahl der Paketgrofle
besitzt. Aber auch die Art der Lernpatternsétze spielt eine grofie Rolle.
Néher werde ich hierauf aber im letzten Kapitel eingehen.

H
[
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3.2.2 Arbeitsweise pro Lernschritt

Zur Ermittlung des Koeffizienten ¢, siehe auch Bedingung 6 auf Seite %1,
benétigt man die Berechnung von F/,

Dafiir benotigen wir einen ,,Hilfsschritt“, das heifit, ein Lernschritt des qcg-
Verfahrens ist unterteilt in einen Hilfsschritt und den eigentlichen Lernschritt.

F(whilf , thl‘f)

F(w“m”, Qumlt)
o F(Mneu’g’neu)

Abbildung 3.3:  Arbeitsweise pro Lernschritt

1. Teilschritt (Hilfsschritt):

fehl fehl
Berechnung von F(w, §*") gemiB Formel (be% Fauf Seite 16—
new h h
Berechnung von (fﬁw) geméaf Formel (EEZCT auf Seite Eulc
=0

hil lernschritt lernschritt
Berechnung von (0,”, f) geméf Formel (2.22) auf Seite 21

Skalarproduktberechnungen, die nétig sind zur E 1ttlung
Koeffizienten b (Formel (8.25) Seite B1), d (Formel (B.9) Seite }‘29
und e (Formel (B.13) Seite BO)

2. Teilschritt (eigentlicher Lernschritt):

) . fehler fehler
Berechnung von F(w", """} gemi Formel (b%) auf Seite 6

Berechnung von den Koeffizienten a, ..., f

Berechnung von \* und u*
1 1
Lernschritt geméfl Formel (13?3rni auf Seite b%rn
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3.2.3 Besonderheiten der Arbeitsweise

Zu Beginn des Verfahrens mufl man einen Standard-Backpropagation-Schritt
als Lernschritt ausfiithren, weil die Grofen F(w® e, §*7) | V F (w®att, g it

und ( a,t) noch unbekannt sind.
29

Im 2. fgnsgégitt mufl man eine Fallunterscheidung durchfiihren. In den For-
meln (&3 32) und (8.33) werden Quotienten berechnet. Wenn in den Berech-
nungen der Nenner gleich 0 wird, ist der unmittelbar vorher durchgefiihr-
te Hilfsschritt der ,richtige” Lernschritt. In diesem Fall wird also ebenfalls
ein Standard-Backpropagation-Schritt durchgefiihrt. Diese Uberpriifung wird
aber auch schon bei der Kon rol]te dfer positiven Definitheit der Hesse-Matrix
durchgefiihrt (siche Formel (E% 10))

Wir machen nur dann eine Linearkombination der Suchrichtungen, wenn die
alt
quadratische Ansatzfunktion (A, ) fiir den entsprechenden Punkt (%alt) ein

Minimum besitzt. N
Dazu betrachten wir die Hesse-Matrix von ¥(A, 1) im Punkt ( aa”) die wir

mit H,(w, §") bezeichnen.

alt na 2a b
Hw(w“,Q”)=<b 20) (3.34)

Definition 3.1. Eine Matrix A = AT € R™" heifit positiv definit (spd),
wenn fiir alle h € R™ > 0 die quadratische Form h” Ah nur positive Werte
annehmen kann.

Satz 3.1. Die Funktion f : U — R, mit U C R", sei zweimal stetig diffe-
renzierbar und x* € U sei lokale Optimumstelle von f. Ist dann die Hy(z*)
positiv definit, so ist x* lokale Minimalstelle von f.

rner
Beweis. Ich mochte fiir den Beweis dieses Satzes auf eite 134 fI. verwei-
sen. 0

Aus dem Satz 3.1 148t sich also folgern, wenn Hw(y‘”t,ﬁalt) positiv definit

ist, dann ist das Optimum von (A, i) ein lokales Minimum. Da wir (A, i)
als quadratisch vorausgesetzt haben, ist dies sogar ein globales Minimum.
Nun miissen wir noch ein leicht nachpriifbares Kriterium fiir positive Defini-
theit aufstellen.

hesse
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Satz 3.2. Fine Matriz A = AT € R™" ist genau dann positiv definit, wenn
die Determinante jeder fiihrenden Hauptuntermatrix

a1 - A1k
A= leRY 0 kel ..,n (3.35)
Q1 Ak
von A positiv ist.
t
Beweis. Fiir den Beweis verweise ich auf m%ite 315 fI. O

Satz 3.3. Die Matriz A = AT € R™ " ist positiv definit. Daraus folgt, daf
die Hauptdiagonalelemente von A grofler als 0 sein miissen.

ewezs Nach Voraussetzung ist die Matrix A positiv definit. Nach Definition
%Rf wissen wir daher, daf} fiir jeden Vektor h € R™ > 0 folgendes gilt
h'Ah >0 (3.36)
Wir ersetzen h durch die Vektoren e, fiir + = 1,...,n, die an der i-ten Stelle
eine 1 und sonst iiberall eine 0 haben. Daraus folgt
0<elAe,=ay , i=1,...,n (3.37)
O

Bemerkung. Die Umkehrung des letzten Satzes gilt im allgemeinen nicht.
Die Positivitat der Hauptdiagonalelemente ist also fiir die Eigenschaft der
positiven Definitheit einer Matrix hinreichend.

h
Wir miissen also folgendes nachpriifen (vergleiche Formel (&S?SSZISGJ)

2¢>0 = c>0 (3.38)
2a >0 = a>0 (3.39)

4ac —b* >0 = Nenner aus ( %%m’g%u % ) > dhotde£3.40)

’quotdef‘

Wenn die Beﬁé;ggungen %‘39 und (E%lq&)(%otwendig und hinreichend und die
Bedingung ( hinreichend erfiillt sind, machen wir also eine Linearkom-
bination der Suchrichtungen.

Ansonsten fithren wir einen Standard-Backpropagation-Schritt durch.
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3.3 Die Approximationsfunktion (XA, )

Ich werde in diesem Abschnitt untersuchen, wie sich die quadratische Appro-
ximationsfunktion ¥ (A, 1) in Abhéngigkeit der Koeffizienten a,b, ¢, d, e und
f verhélt. .

Dazu setzen wir (A, u) gleich ¢ (vergleiche Formel (E%))

Ci=Y(\ p) = aX* +bAp+cp® +dX+ep+ f (3.41)

In Matrixschreibweise hat diese Formel folgende Gestalt

a g 0 A A
MmO [ e o) [u]+@e—1)[n]+r=0 (3.42)
00 0/ \¢ ¢
=¥

In Abhéngigkeit der Koeffizienten a, b, ¢,d, e und f wollen wir nun untersu-
chen, welche Gestalt ¢ (A, p) annehmen kann.

Die Kriterien dieser Untersuchung habe ich aus hEI'DTT;enommen.

Wir sehen erst einmal, dafi der Rang von W (r(¥)) kleiner ist als 3. Deshalb
benutzen wir zur Fldchenbestimmung die Rangbetrachtung.

Berechnen wir also r(¥). Nach Anwendung eines Gauf-Eliminationsschrittes
erhélt man folgende Matrix

3 a g 0
U=[0 £ +c o0 (3.43)
0 0 0

1. Fall: r(¥)=r(V)=0
Daraus ergibt sich dann a = b = ¢ = 0. Das bedeutet fiir die Approxi-
mationsfunktion ¥(\, 1), daB sie entartet ist.
Sie stellt eine Ebene dar. Das heifit in diesem Fall werden wir keine Li-
r%a%%{ombin%%%l der Suchrichtungen durchfiithren (vergleiche Formeln
(8.38) und (3.39))

2. Fall: r(V)=r(V)=1
t
Hieraus ergibt sich (siehe Formel (E?ZISS i ai erst einmal a # 0 und b,c € R
mit

—}b?
T te=0 & 4ac —b* =0 (3.44)

restma
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In diesem Fall stellt ¢ (A, ) einen parabolischen Zylinder dar. Auch
hier wire euEe Lcl?/eiarkombmatlon der Suchrichtungen sinnlos (verglei-

che Formel (

3. Fall: () =r(¥)=2
Nun werden wir uns mit dem interessantesten Fall befassen. Diesen Fall
miissen wir wiederum unterteilen, denn jetzt kann ¥ (A, 1) entweder ein
elliptisches oder ein hyperbolisches Paraboloid sein. Dazu miissen wir
die Vorzeichen der Eigenwerte der Matrix ¥ untersuchen.
Als erstes w g%ersltdie Eigenwerte der Matrix ¥ mit der Sarrusschen

Regel (siehe estimmt.
a—p g 0
O —pI|=| %2 c—p O
0 0 —p

b?
— 2 _ -
P (p (a + C)p + ac 1 > =0 (3.45) eigl

eigl
Aus Formel (%7%5) sieht man, dal p; = 0 ist, was aber nicht weiter
interessant fiir uns ist, da dies wegen r(¥) < 3 zu erwarten war. Be-
trachten wir %l%die beiden anderen Eigenwerte.
Aus Formel (3:45) folgt

b?

P’ —(a—l—c)p—Z:O (3.46)

Aus der quadratischen Losungsformel ergibt sich

1
P2,3=agci§\/(a—l—0)2—4ac—|—b2 (3.47)

uadloes
Die Formel (E%ZI(; muf} nun diskutiert werden

(a) beide Figenwerte positiv

d
Daraus folgt aus Formel (El.lzla7 ;Oes

a-+c

2
a+c

2

>0 und (3.48) |ac1

1
> 5\/(a+c)2 — dac+ b? (3.49)
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. . acl
Daraus ergibt sich aus Formel (3.48)

a+c>0 (3.50)

wurzd
und aus Formel (B.

4ac —b* >0 (3.51)
folgll folgl2
Aus den Formeln (&3?5(“ und (%OBi ) ergeben sich
a>0 und ¢>0 (3.52)

In diesem Fall stellt ©(A, p) ein elliptisches Paraboloid mit einem
globalen Minimum dar. Das bedeutet, wir machen eine Linear-
kombination der Suchrichtungen.

ein positiver und ein negativer Figenwert

d
Diesen Fall mufl man unterteilen. Aus Formel (E%l.lzia? %oéarsgeben sich
folgende 2 Unterfille

i.

agcgo und (3.53)
1
a—2|—c >—§\/(a+0)2—4ac+b2 (3.54)

21
Daraus ergibt sich aus Formel (%.053)

a+¢<0 (3.55)
und aus Formel (%@%%1
dac —b* <0 (3.56)
i
“;Czo und (3.57)
g %\/(a—i—c)Q “dac 1 B (3.58)

22
Daraus ergibt sich aus Formel (lIaS.C57)

a+c>0 (3.59)

2
und aus Formel (}IW31.15r82§

4ac —b* < 0 (3.60)
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Hier stellt ¥(A, 1) ein hyperbolisches Paraboloid dar, das bedeu-
tet, es liegt kein Extrempunkt, sondern ein Sattelpunkt vor. Dem-
zufolge fiihren wir hier keine Linearkombination der Suchrichtun-
gen durch.

beide Eigenwerte negativ

d
Daraus folgt aus Formel (E%%lziaf =oes

a—+c

5 < 0 und (3.61)
1
a;C < —5Vla+ gt —dac+ P2 (3.62)

. . ac3
Daraus ergibt sich aus Formel (3.61)

a+c<0 (3.63)
wurz3
und aus Formel (8.
4ac —b* >0 (3.64)
folg31 folg32
Aus den Formeln (&3?6!%5 und (’3?65) ergeben sich
a<0 und ¢<0 (3.65)

In diesem Fall stellt ¢(\, p) ein elliptisches Paraboloid mit einem
globalen Maximum dar. Hier wére es nicht sinnvoll eine Linear-
kombination der Suchrichtungen zu machen (vergleiche hierzu Ka-
pitel 3.2.3).

Zusammenfassung. Man kann abschlieBend feststellen, daf§ nur dann eine
'grearkombina ignnder Suchrichtungen durchgefiihrt wird (vergleiche Formel
(E%ﬂ ES}

auf Seite

, wenn die quadratische Approximationsfunktion (A, u)

ein elliptisches Paraboloid mit einem globalen Minimum darstellt.

ac3

wurz3

folg31

folg32



Kapitel 4

Quadratische Minimierung

In diesem Kapitel der Diplomarbeit wird untersucht, wie sich das qcg-Verfah-
ren bei der Minimierung quadratischer Funktionen verhélt, d.h., wir setzen
folgendes voraus

1
Flz) = 52" Ca+p'e (4.1)
mit
C € R™"™ ist eine spd-Matrix (4.2)
p,z € R"

Aus QEEE?E&%%E , dai}s gl&g dE; %}%%lerfunktion F ein Minimum haben muf} (vergleiche
Satz B.T auf Seite B5).

Problem 4.1. Ist die Hesse-Matrix H,, der quadratischen Approximations-
funktion ¥ (A, u) immer positiv definit ?

Dazu werde ich jetzt die Koeffizienten a, b und ¢ unter Beriicksichtigung, dafl
F quadratisch ist, neu darstellen. Vergleiche hierzu die Formeln (3.21) auf
Seite BO, (B.25) auf Seite B1 und (B.BO) auf Seite 2.
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Lhilf

Z.

>0 Lpey

Abbildung 4.1:  Erlduterung der Suchschritte

e Berechnung von a:

a = F<£u'ralt) + d— f

Wegen
1 T T
F(£uralt) = iguraltCQuralt + P Zyrart
d=— altzneu = = alt( Cﬁalt _Z_))
1
f=Flz,) = 5ZLa atCT o + D oy
gilt
1 T T T
a= Eiuralt0£uralt + P Zyprarr — galt(_CQalt - ]_))_
1 T
2—altcx B Lalt

. . . robleml
Wir setzen x,,.; = Tyt — Zq (Siehe Abbildung 7.
und klammern aus. Daraus ergibt sich

1
a= Cz

2—alt Zalt

Da wir C' als symmetrisch Dos
gilt (vergleiche Definition }3% auf Seite

42

(4.7)

(4.8)

itiv deﬁm%‘g%\/latrix vorausgesetzt haben,
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a>0

e Berechnung von b:

b=e— ggequ(guralt)

Wegen
_ T
€ = —Zpeulfneu
VF<£uralt) = Cgurult + ]_9
gilt
_ T T
b= ~Zneufneu T gneu(CQur(zlt + ]_7)

Wir setzen ., .1 = Ty — Za Und erhalten

b= _ggeugneu - gZeu (C(galt - éalt) + 1_))

= _ggeu (gneu + Ozalt + E - Ogalt)

Wir wissen z,,,,, = —Cz,;, — p. Daraus ergibt sich

_ T
b=z C1§alt

—neu

e Berechnung von c:

c=Flzpy) —e—f

43

(4.13)

(4.16)

(4.17)



KAPITEL 4. QUADRATISCHE MINIMIERUNG 44

Wegen
1 T
F(zpay) = éihilfcﬁhuf TP Thif (4.18)
€= _égeugneu (419)
1
f=F(z,y) = 2£§lt0£alt +]_9T£alt (4.20)
gilt
1 1 T

c= Qxhzlfcxhzlf +p Lhitf +—neu—neu - 2 altcx — D Zan (421)

Wir setzen &, s = T + Zpe,, und multiplizieren aus

1
neucx 2 neuczneu + p Zneu + zneu =neu (422)

Da z,., = —Cx,, — p ist, gilt nach Ausmultiplikation

1

c= 2_neu0z (4.23)

Nach dquivalenter Schluflfolgerung wie beim Koeffizienten a gilt

¢>0 (4.24)

esse
!ieieslélesse—l\/[atrix H, hat folgende Gestalt (vergleiche Formel (%_3217 auf Seite

Hy = (2; 2b6> (4.25)
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Zur Uberpriifung der positiven Deﬁclaiet eit von Hy miissen wir also folgendes
kontrollieren (vergleiche Formeln (3-3%), (%‘3‘9) und (

c>0 (4.26)
a>0 (4.27)
4ac —b* >0 (4.28)

laprobil lcdefl ladefl
Wegen den Formeln (A 14) und (1.9) sind ( E 20) und (1.27) schon erfiillt.

Bleibt nur noch die Kontrolle von Formel (

Hy| = 4ac — b
‘ 1/’|
( altCZ ) ( neuczneu) ( neuczalt) (429)

. skalar . |skalar .
Nach Definition b.T auf Seite h? erhalten wir

2
‘H'lﬁ | _alt7 galt)C (gnezm gneu)C - (galm gneu)C (430)

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siche 10 iSt

| (galh éneu)C ‘ < \/(éalﬁ galt)C\/(énau éneu)c (431)
defl
gilt also auch die Formel (EFZOSJC B

Demzufolge ist die Hesse-Matrix H, immer positiv definit, wenn die Feh-
lerfunktion F' quadratisch ist, d.h., wir fithren also bei der quadratischen
Optimierung mit dem qcg-Verfahren nur Linearkombinationen der Suchrich-
tungen durch.

Problem 4.2. Wenn C' € R**? gilt, ist dann ¢(\, ) = @(\, ), d.h., ent-
spricht die approximierte Funktion der zu approximierenden Funktion 7

Wir miissen erst einmal die Koeffizienten d, e und f neu darstellen

e Berechnung von d:

d=—z

ZaltEneu

(4.32)

—neu

Da z,,, = —Cx,;, — p ist, gilt

d= ZthCEalt + Z;{Ztl_? (4.33)
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e Berechnung von e:

e=—z1 2 (4.34)

neu—neu

Da z,., = —Cz,, — p ist, gilt

e =200, CZoy + Zheub (4.35)

e Berechnung von f:

f = Flea) (4.36)

Daraus folgt

[ =20, Capy +play, (4.37)

Wir wollen nun (A, 1) in Abhéngigkeit der Koeffizienten a, b, ¢,d,e und f
darstellen

QO(A, :u) - F(Ealt + /\éalt + Mzneu)
1
= 5 (galt + )\galt + luéneu)T C (zalt + Aéalt + /’LGeu) (438)
+ BT (galt + )\zalt + Ngneu)

Nachdem man ausmultipliziert und die Glieder geordnet hat, erhélt man
folgendes

1 1
90()‘7 l’l’) = {_gg}tCZQIt} >‘ + {Zaltczneu} )\:u + {2 neucéneu} 2
+ {xaltczalt + p —alt} A+ {xalt Zneu + p Zneu} 1% (439)

2—altcxalt + p Lol

laprobZbprob2 |cprob2 |[dprob2 |eprob2 fprob2
Wegen den Formeln (4.8, (4.16), (£.23), (4.33), (4.35) und (4 37) ergibt sich

(A 1) = aX’ + DA+ cp® + dh + ep + f = (A, p) (4.40)
Man sieht also, dafl in diesem Falle ¢)(\, 1) und (A, i) iibereinstimmen.



Kapitel 5

Das cg-Verfahren

In diesem Kapitel werde ich mich mit einem anderen bekannten Verfahren zur
Minimierung quadratischer Funktionen befassen, dem cg-Verfahren. Dieses
Verfahren wird beschrieben und hergeleitet.

Ich werde theoretisch nachweisen, dafl das qcg-Verfahren und das cg-Verfah-
ren bei der Minimierung quadratischer Funktionen identisch arbeiten. Dies
wird auflerdem noch an einem Beispiel illustriert.

5.1 Herleitung des cg-Verfahrens

Voraussetzung. Die Fehlerfunktion hat folgende Gestalt

1
F(z) = §£T0£+BT£+ q (5.1)

und ist somit quadratisch. Auflerdem gilt:

C € R™"™ ist eine spd-Matrix (5.2)
p,z € R"
qgeR

Ich werde jetzt die Orthogonalitidt von Vektoren einfithren, die zum Verstand-
nis des cg-Verfahrens unerliflich ist.

Definition 5.1. Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren v und w ist
definiert durch:

(v, w) = v w.
Es wird ein zweites Skalarprodukt definiert:

(v,w)e =v'Cw
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Definition 5.2. Die beiden Vektoren v und w sind orthogonal, genau dann
wenn (v, w) = 0. Die beiden Vektoren v und w sind C-orthogonal (C-konju-
giert), genau dann wenn (v, w)c = 0.

Im Verlaufe des cg-Verfahrens werden Suchrichtungen z, z;,... so berech-
net, daf} sie alle C-konjugiert sind. Daher kommt auch der Name cg-Verfahren
(conjugate gradient method). Dieses Verfahren wurde von Hestenes und Stie-
fel im Jahre 1952 vorgestellt.

Wir wollen nun F’ minimieren. Dazu benétigen wir erst einmal den Gradien-
ten von F"

VF(z)=Cxz+p=0 (5.3)

Daran sieht man also, dafl die Minimierung von F'(x) dquivalent ist mit der
Losung des Gleichungssystems Cz + p = 0.

Angenommen, wir héitten z,,...,2,_; mit z,_; # 0 schon berechnet. Unsere
Aufgabe ist es nun, die neue Suchrichtung z, und die optimale Schrittweite
Vi zu bestimmen.

Der Vorteil bei der Minimierung quadratischer Funktionen mit Gradienten-
verfahren ist, dafl man die Schrittweite 7, explizit berechnen kann.
Wir setzen

I(y) = Flay +7z;) (5.4)

Dann berechnen wir das Minimum von ()

V() = zi VF(z), +7z,) = 0 (5.5)
radient
Wegen Formel (5.3) gt
V() = 2 (Czy, +vz;) + p) (5.6)

Daraus ergibt sich dann

- —zf(c@k +B)
e zfczk

Bezeichnung. g, = Cz;, +p
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Daraus ergibt sich fiir die optimale Schrittweite

T
2
= — 5.8
Nun bleibt nur noch offen, wie die Suchrichtung z, bestimmt wird, die zu
den anderen Suchrichtungen z, ..., z;_; C-konjugiert ist.
Wir berechnen z, wie folgt
2, = =9, + P12k (5.9)

Da alle Suchrichtungen z C-konjugiert sind, folgt speziell

21 1 Cz =0 (5.10)
Daraus ergibt sich

24_1Cz, = z;_,C <—Qk + ﬁquk_l) (5.11)
= =24 1Cg, + Br1zf 10z, (5.12)
=0 (5.13)

Damit erhalten wir

T
2,109
Be1 = (5.14)
Eg—lcékq

Dann machen wir den Suchschritt

Tpr1 = Zg + VeZy (5.15)

Satz 5.1. Ist ber dem cg-Verfahren k < n der kleinste Indez, fiir den g, =0
qilt, so folgt fiir dieses Verfahren, daf$ die berechneten Vektoren Gy 9py
paarweise orthogonal, also insbesondere linear unabhdingig sind.

Beweis. Ich mochte fiir den Beweis auf oe%lte 296 {fI. verweisen. OJ

Aus diesem Satz folgt, dafl bei exakter Rech une spétestens g =0 folgt und
damit z,, die gesuchte Losung des Problems (%%) ist. Aber wegen des Einflus-
ses von Rundungsfehler ist das berechnete g, in der Regel von 0 verschieden.
Deshalb wird das cg-Verfahren in der Praxis iiber die Iteration £ = n hinaus
fortgefiihrt.

2 t
Ausfiihrlich ist das cg-Verfahren in gofﬁld [31 Deschrieben.

cgschritt
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Algorithmus des cg-Verfahrens
Wihle beliebiges z, € R" und setze

_EO :go = Olo —|—]_9
Solange g, # 0 berechne

_ _gggk
Ty = T+ V2
9y Crppg +p
T
Br = it /351 CGi
Ztkrcék
Zkyt = Gy T Brzy
k= k+1

5.2 Vergleich zum qcg-Verfahren

Es gelten die gleichen Voraussetzungen (g_oll% und (E—(’f% wie im vorigen Ab-
schnitt.

Ich werde im Verlaufe dieses Abschnittes nachweisen, dal das Verhéltnis der
Schrittweiten in negativer Gradientenrichtung ~9 und in alter Suchrich-
tung z,,, und damit die Arbeitsweise beider Verfahren identisch ist.

Lpilf

Lyralt

o Lney

Abbildung 5.1:  Vergleich von cg- und qcg-Verfahren
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e cg-Verfahren: .
lcgsuch lcgschritt .
Wegen den Formeln (59) und (b.T5) wissen wir folgendes

Zpeuy — <_g + Baltéalt)%meu (516)

= /Vneu(_g ) + ’Yneuﬁaltgalt (517)

—neu

Daraus ergibt sich das Verhéltnis 7., der Suchrichtungen

Yrneu 1
= = 5.18
Mleg /Yneuﬁalt ﬂalt ( )

e qcg-Verfahren:
Aus dem Kapitel 3.1 wissen wir

Zneu — N*<_Qneu) + )‘*éalt (519)
Ich berechne nun das V%glr%]gcﬁg%r%% %%%%EECIH&%%QH Macgess 0%2

Mit Hilfe der Formeln (4.8), (4.16), (4.23), (4.33) und (4.35) aus dem
vorigen Kapitel stelle ich p* und A\* neu dar

., bd—2ae
o= dac — 02
(—gwazazt) (20O gy + 204p) — (204Czart) (—gfeu%ahe - gfeuzg)
4ac — b?
(5.20)
. be—2cd
- dac—b2
(4" Cu) (=a%.,Cra— g p) = (4%.,C3,,,) (hCt, + 2Ei)
4ac — b2
(5.21)

Daraus ergibt sich
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Ngcg =

(—gfwczalt) (20O + 204p) — (204 C2are) (—Qfeuczahe —g" p)

—neu—

<_ggeu Cg@”) <_g:eu Cgalt - g:eu]—?) - (g:eu aneu) (gz;ltczalt + ggltB)
(5.22)

Wir setzen g = Czyy + p. Dann folgt daraus

<_Qz:eucéalt> (éz}tgneu> - (gzL;tCéalt) (_gz;eugneu>

s - o) (s
(~9%.C2) (9%.0,00) = (97..C9,0) (£09,0)

Wir betrachten uns nun mal das Skalarprodukt z1,,g . Vergleiche hier-
cgqc =neu

zu auch Abbildung SR

Aus Kapitel 3.1 wissen wir, dal die quadratische Fehlerfunktion F'

durch eine quadratische Funktion 1 approximiert wurde.

PN %) = F(z,)

- F(ﬁuralt + la*zuralt - :\*Qalt) (524)
BN %) = aX” + DA 4 e + dN et + f (5.25)

mit
Zalt = ﬁ*éuralt - X*ﬂalt (526)

Wir betrachten unsere Fehlerfunktion nur in Suchrichtung z,,, das
heifit, wir haben 2 quadratische Funktionen mit 2 Variablen A\* und
ii*. Aus Kapitel 4 ist bekannt, daf in diesem Fall folgendes gilt

(A%, 1) = (A A7) (5.27)

Das bedeutet also, das Minimum der Approximationsfunktion v ist in
Zau— Richtung gleich dem Minimum der Fehlerfunktion F'. Da wir A*
und pg* gerade so bestimmt haben, daff wir uns im Minimum von
befinden (vergleiche Kapitel 3.1), folgt daraus, dafl man an der Stelle

T, 10 2, — Richtung ein Minimum von F' erreicht hat.
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Bezeichnung. F(z,, +tz,;) = p(t)

P/(t) = EaTltVF@alt + téalt) (5-28)

Setzen wir ¢ = 0, so folgt

P/(O) = zZtVF(lalt) =0 (5.29)
(5.30)

_ T
- g"‘l152716u

. . . . etagcgl |
Diese Erkenntnis benutzen wir nun und werten die Formel (%.ZZgi weiter
aus. Daraus ergibt sich

T
zalt0§alt

co = 5.31
TNgceg Qgeucéalt ( )
1
= 5.32
ﬂalt ( )

Wir haben also festgestellt, daf3 das cg-Verfahren und das qcg-Verfahren bei
der Minimi ggﬁ&l%ggdratischer Funktionen identisch arbeiten. Demzufolge
ist der Satz £5 [ mit seiner Folgerung auch auf das qcg-Verfahren anwendbar.
Fiir nichtquadratische Funktionen ist diese Aussage im allgemeinen falsch.
dein . . .
Bemerkung. Aus Formel (%.3()% ergibt sich auflerdem, dafl sich das qcg-

Verfahren fiir quadratische Fehlerfunktionen vereinfacht, da jetzt dgr K

petiy
zient d gleich 0 gesetzt werden kann. Die Formeln (E’.Ql) auf Seite BO, (k%?mSZ)a

und (%33) auf Seite B3 dndern sich wie folgt

a=F (wuralt7Quralt) . f (533)
be
= —— 5.34
dac — b? (5:34)
. 2ae
W= e (5.35)

5.3 Das Beispiel

Ich habe mit dem mathematichen Softwarepaket MatLab ein Programm zum
Vergleich der Arbeitsweise des cg- und qcg-Verfahrens geschrieben. Den



KAPITEL 5. DAS CG-VERFAHREN

Quellcode dieses Programmes beispiel.m findet man im Anhang.

Mit diesem Programm wurde die Funktion

1
F(z) =5z’ Cz+p'e

minimiert, wobei folgendes gegeben war

o (1)
()

Als Startvektor z; wurde folgendes gesetzt

()

Durch Anwenden eines Gauf-Eliminationsschrittes au éias lineare System
Cx = —p erhilt man die exakte Losung des Problems (5.36)

—0.13
Lezakt = _046

Das cg-Verfahr n und das qcg-Verfahren bendtigten zur iterativen Losung
des Problems (b.36) 2 Schritte, was man auf Grund des letzten Abschnittes
auch erwarten konnte. Die letztendlich erhaltenen unterschiedlichen Fehler
sind auf die Rundungsfehler beim Ablauf des Programmes zuriickzufiihren.
Man sieht aber, daf} sie sehr klein sind und sich unerheblich voneinander

unterscheiden.

o4

(5.36)

bsp
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Schritte cg-Verahren qcg-Verfahren
0 85 85
1 0.0799049 0.0799049

2 3.9443045 * 10731 | 1.2325952 % 10732

Tabelle 5.1:  Vergleich von cg- und qcg-Verfahren

Ich habe auch noch andere quadratische Minimierungsprobleme mit dem
Programm beispiel.m getestet. Diese Beispiele bestédtigten auch die Fr-
kenntnisse des letzten Abschnittes.



Kapitel 6

Implementierung des
qcg-Verfahrens

6.1 Der NN-Kernel

Der Neuronale-Netze-Kernel (NN-Kernel) ist ein Simulatorkernel fiir KNN.
Neuronale Netze werden in dem Kernel intern als verkettete Strukturen ver-
waltet. Mit seiner Hilfe konnen Netze trainiert und angewendet werden. Ge-
geniiber einem anderen sehr bekannten Netzwerksimulator, dem Stuutgarter
Neuronale Netze Simulator (SNNS), besitzt der NN-Kernel mehrere Vorteile.
Er arbeitet beispielsweise schneller, kann mehrere Netze gleichzeitig verwal-
ten und l&8t sich leichter i ]ﬂogramme einbinden. Detaillierte Auskunft iiber
den SNNS erhélt man in %7

Das Lernen in diesem NN-Kernel ist hierarchisch aufgebaut:

Netzlernfunktion — Layerlernfunktion — Neuronenlernfunktion

6.2 Schwellwert als on-Neuron

Es gibt zwei Moglichkeiten den Schwellwert in Simulationen zu realisieren.
Die eine habe ich bislang im Verlauf dieser Arbeit benutzt. Hier ndmlich
geht der Schwellwert als Parameter in den Neuronen ein. Vergleiche hierzu
Abbildung BT
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Abbildung 6.1:  Schwellwerte als Parameter in den Neuronen

Zur Implementierung des qcg-Verfahrens habe ich die Schwellwerte durch
eine andere Variante realisiert. Hier fiigt man ein einziges Neuron dem Netz
hinzu. Dieses Neuron nennt man on-Neuron. Die Ausgabe dieses Neurons
ist immer 1 und es ist mit jedem Neuron des Netzes verbunden, welches ein
Schwellwert besitzt. Das negative Gewicht dieser Verbindung stellt dann den
Schwellwert dar. . . e
Die Formeln (%Cf)lzlartclioarlledt)l%uf den Seiten %ern sich dadurch wie
folgt:

aij(t+1) = foala;(t), nety;(t)) (6.1)

neti(t) = (ZOi—l,j(t)wz’jk(t)> — (1) (6.2)

J

Bei dieser Realisierung wird die Anzahl der Gewichte zwar erhoht, aber die

Implementierung wird nicht so aufwendig durchzufiihren sein, wie bei der

ersten Variante, da man davon ausgeht, dafl die Schwellwerte in dhnlicher

Art und Weise abgeédndert werden sollen wie die Gewichte. Ein KNN mit
] o . onneuron

einem on-Neuron ist in Abbildung 6.2 dargestellt.

param
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on-Neuron

Abbildung 6.2: Schwellwerte als on-Neuron

6.3 Implementierungen in den NN-Kernel

Ich habe auf Neuronen- und Netzebene Funktionen in den NN-Kernel imple-
mentiert. Bei Backpropagation und seinen Varianten(also auch qcg-Verfah-
ren) wird auf Layerebene die Funktion nn_11_dummy aufgerufen, die von der
Netz-ebene gleich auf die Neuronenebene schaltet, weil bei diesen Lernver-
fahren kein Layerlernen stattfindet.

Ich habe folgende Funktionen in den NN-Kernel implementiert:

e innn_net_learn.c:

— nn_Net_learnQCG
Diese Funktion ist die modifizierte Netzlernfunktion fiir das qcg-
Lernen. Innerhalb eines Lernschrittes wird sie zweimal durchlau-
fen, fiir den Hilfsschritt und fiir den Lernschritt.

e in nn_neuron_learn.c:

— nn_calc_deb
Diese Funktion berechnet die Skalarprodukte, die benétigt wer-
den, um die Koeffizienten b, d und e zu berechnen.
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— nn_learn_backprop_qcg
Diese Funktion stellt den Hilfsschritt (1.Teilschritt) dar. Dies ist,
wie schon erwéhnt, ein Standard-Backpropagation-Schritt

— nn_learn_qcg
Diese Funktion ist die Neuronenlernfunktion.
Hier wird unterschieden, ob man einen Hilfsschritt oder einen
,richtigen® Lernschritt durchfiihrt, wobei der ,richtige“ Lern-
schritt in dieser Funktion beschrieben wird.



Kapitel 7

Vergleich mit anderen
Lernverfahren

Ich habe das qcg-Verfahren mit, den in der Firma am h&ufigsten verwendeten
Lernverfahren, Resilient Propagation, Backpropagation-online und Backpro-
pagation-offline, verglichen. Dabei ist Resilient Propagation in der Praxis
das bisher leistungsfahigste Verfahren der Klasse der offline-Verfahren und
Backpropagation-online das Pendant fiir die online-Verfahren.

7.1 Probleme des Vergleichs

Der Vergleich von Lernverfahren fiir Feed-Forward-Netze bringt sehr viele
Variationsmoglichkeiten mit sich. Ich mochte hier nur einige aufzdhlen, die
zeigen werden, dafi allgemeine Aussagen des Vergleichs von Lernverfahren
nur sehr schwer zu tétigen sind.

e Gestelltes Problem
Die Qualitét eines Lernverfahrens héngt im hohen Mafle von der kon-
kreten Anwendung des KNN ab. Zum einen wére die Klasse der An-
wendung zu nennen, wie z.B. Zeichenerkennung, Handschrifterkennung,
Robotersteuerung usw. Andererseits mufl man in diesem Zusammen-
hang auch die Vorverarbeitung der Eingabedaten und die Art der Trai-
ningspattern nennen.
Messungen iiber die Giite eines bestimmten Lernverfahrens lassen sich
also nicht von einem Problem auf das néchste iibertragen. Diese Er-
kenntnis wird spéter auch noch ersichtlich sein, wenn wir feststellen,
dal das qcg-Verfahren fiir das XOR-Problem sehr gut lernt, aber fiir
groflere Probleme erhebliche Schwierigkeiten hat.
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e Netztopologie

Die gewéhlte Netztopologie ist ebenfalls sehr entscheidend fiir die Giite
eines Lernverfahrens, speziell die Netzwerktiefe, das heiffit die Anzahl
der Schichten. Jedes Lernverfahren reagiert verschiedenartig auf unter-
schiedliche Netztopologien. In der Praxis hat sich bisher gezeigt, daf3
Backpropagation und seine Modifikationen bei grofler Netztiefe Schwie-
rigkeiten besitzen. Auf Grund dieser Tatsache ist es praktisch, mit ei-
nem KNN anzufangen, welches nur eine verdeckte Schicht besitzt. Dann
kann man gegebenenfalls verdeckte Schichten hinzufiigen.

Die Wahl der optimalen Netztopologie fiir eine bestimmte Anwendung
ist im Moment eines der bedeutendsten Fragestellungen. Dieses Pro-
blem wird wohl aber auch in naher Zukunft nicht zufriedenstellend
gelost werden.

e Optimale Parameterwahl

Ein weiterer wichtiger Punkt der Lernverfahren ist die Problematik der
optimalen Wahl der Parameter. Jedes Lernverfahren hat seine eigenen
speziellen Parameter. Bei Backpropagation ist es beispielsweise nur ei-
ner, die Schrittweite. Je nach Einstellung der Parameter arbeitet ein
Lernverfahren gut oder schlecht. Hier kann man jedoch keine allgemei-
ne Aussage treffen, da die optimale Einstellung wieder vom jeweiligen
Problem abhéngt, welches das KNN 16sen soll. Das bedeutet, man muf,
bevor ein Lernverfahren eingesetzt werden kann, eine Optimierung der
Parameter durchfiihren, wo der Anwender meist auf seine Erfahrung
im Umgang mit KNN angewiesen ist.

Es gibt aber auch Lernverfahren, wie beispielsweise das qcg-Verfahren,
die ihre Parameter im Laufe des Lernens automatisch bestimmen (\*
und p*). Das bedeutet aber nicht grundsétzlich, daf diese Verfahren
besser arbeiten als die anderen.

e Initialisierung des Netzes

Die zufallige Gewichts- und Schwellwertinitialisierung ist ein weiteres
Problem, das beim Einsatz der Lernverfahren auftritt. Vor allem bei
den Gradientenverfahren (Backpropagation und seine Modifikationen)
ist dies sehr bedeutend, da diese Verfahren lokale Optimierungsverfah-
ren sind. Bei unterschiedlicher Initialisierung eines Netzes kann man
mit diesen Verfahren also auch in verschiedene lokale Minima geraten.
Auch die Grofle der Anfangsgewichte ist sehr entscheidend fiir die Qua-
litdt des Lernens. Bei der Anwendung der Lernverfahren im NN-Kernel
der Planet GmbH in Schwerin wurden meist Initialgewichte im Bereich
von —1 bis 1 gewéhlt.
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e Epochenanzahl vs. Zeitaufwand

Hier wird eine néchste Eigenschaft von Lernverfahren iiberpriift, der
Aufwand, und das Problem wie man den Aufwand definiert. Beispiels-
weise ist die Anzahl der benétigten Epochen (Lernschritte) nur dann ein
sinnvolles Ma#f fiir den Aufwand, wenn der Arbeitsaufwand pro Epoche
bei den unterschiedlichen Lernverfahren gleich ist. Dies ist aber im all-
gemeinen nicht der Fall. Das qcg-Verfahren, zum Beispiel, benétigt fiir
einen Lernschritt immer noch einen Schritt, den Hilfsschritt, mehr als
Backpropagation. Auch der Berechnungsaufwand pro Epoche ist beim
qcg-Verfahren ungemein hoher als beim Backpropagation-Verfahren.
(Koeffizienten- und Schrittweitenberechnung).

Man muf} letztendlich ganz genau abgrenzen, wann man ein Lernver-
fahren effizienter und besser einschétzt als ein anderes.

7.2 Das XOR-Problem

— [ | nn_gui I S |

1 T
5l el 5
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4
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Abbildung 7.1:  XOR-Netz

Das erste Testbeispiel ist das XOR-Problem. Es ist ein einfaches Problem
mit 2 Eingabeneuronen, einem verdecktenxlc\)lrel}gtozn und einem Ausgabeneu-
ron. Das XOR-Netz wurde in Abbildung [7.T in der graphischen Benutzer-
oberfliche des NN-Kernels, der nn_gui, dargestellt. Als Trainingspattern
standen mir die 4 moglichen Belegungen beim XOR-Problem, {(0,0), (0)},

xornetz
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{(1,1),(0)},{(0,1), (1)} und {(1,0),(1)}, zur Verfiigung. Die Aktivierungs-
funktion war in diesem Fall die logistische Funktion (siehe Kapitel 1.2.1).
An diesem Beispiel habe ich die Konvergenzgeschwindigkeit (Anzahl der
Lernschritte) von Resilient Propagation, Backpropagation-offline, Backpro-
pagation-online und dem qcg-Verfahren getestet. Die Generalisierungsleis-
tung spielt hier keine Rolle, da man keine adédquaten Testpattern besitzt, um
diese nachzupriifen.

Ich habe zum Verfahrensvergleich den mittleren quadratischen Fehler (mean
square error, MSE) herangezogen, der sich wie folgt berechnet

SSE
MSE = 1
> Anzahl der Trainingspattern (7.1)

wobei SSE .(s m square error) den Gesamtfehler ausdriickt (siehe Formel
5) auf Seite 16).

Als erstes habe ich das XOR-Netz mit Gewichten und Schwellwerten im

Bereich von —1 bis 1 zufillig initialisiert und dann kopiert, damit ich Ver-

gleichsfehler auf Grund von unterschiedlichen Initialisierungen ausschliessen

konnte. Dann habe ich fiir alle 4 Verfahren eine Parameteroptimier ng (%urch—.
xorstepopti
; Tund i

gefiihrt.x[g%g Ergebnisse fiir das qcg-Verfahren sind in Abbildung 7.2 un
Tabelle B3 dargestellt.

MSE
0.5
0.4 — -0.2
0.3 — 10
0.2 U 20
0.1

Lernschritte

20 40 60 80 100

Abbildung 7.2:  XOR-qcg-Schrittweitenoptimierung

Wie man der Abbildung entnehmen kann, héngt es ganz entscheidend von
der Schrittweite ab, wie gut oder wie schlecht das qcg-Verfahren lernt.

xorstepopti
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Das kommt daher, daf§ die Gesamtfehlerfunktion mehrere grofie Plateaus be-
sitzt, beispielsweise bei einem MSE von 0.25. Bei einer Schrittweite von 0.2
ist das qcg-Verfahren nicht in der Lage in einer akzeptablen Zeit von die-
sem Plateau herunterzukommen, da die Schrittweite fiir den Hilfsschritt zu
gering ist. Hingegen bei einer Schrittweite von 20 vollfiihrt das Verfahren
gleich einen solch grofien Schritt, daBl man ein anderes Plateau bei MSE =
0.5 erreicht. Es hat sich herausgestellt, daf§ die Schrittweite 10 optimal fiir
das XOR-Problem ist.

. . . . xorvergl [xorbackon

Beim Vergleich der 4 Lernverfahren (siche Abbildungen 7.3 und [7.4) kann
man ganz klar erkennen, dal das qcg-Verfahren fiir dieses Problem am
schnellsten konvergiert. Diese Erkenntnis ist nicht verwunderlich, da die Feh-
lerfunktion des XOR-Problems konvex ist (mit Ausnahme der Plateaus). Wir
haben in den Kapiteln 5 und 6 festgestellt, dafl fiir diese Art von Problemen
das qcg-Verfahren besonders gut geeignet ist. Auffallend ist auch, daf§ das
Backpropagation-online-Verfahren mit Abstand das schlechteste Verfahren
ist. Die anderen beiden Verfahren, Resilient Propagation und Backpropaga-
tion-offline, haben eine ungefihr gleiche Konvergenzgeschwindigkeit.
Ich mochte an dieser Stelle noch einmal betonen, dafl dieses Ergebnis nicht
verallgemeinert werden kann. Denn diese Vergleichsaussage ist abhéngig von
der Initialisierung der Gewichte und Schwellwerte und vom zu l6senden Pro-
blem. Das bedeutet, das qcg-Verfahren ist nicht grundsétzlich fiir jedes Pro-
blem das beste Lernverfahren, was wir im néchsten Abschnitt auch sehen
werden.

0.30i ]
0. 25!

0.2
0. 15
0.1
0. 05

—  CG
—— Rprop
ffffffff Bpr op_of f

50 :’fool‘er nschritte

Abbildung 7.3:  XOR-Vergleich

xorvergl
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500 400 600 800 1ooo-ernschritte

Abbildung 7.4: XOR-Backpropagation-online

Es wurden auch noch einige andere einfache akademische Probleme fiir den
Vergleich der 4 Verfahren herangezogen, wie zum Beispiel das OR-Problem.
Auch hier arbeitete das qcg-Verfahren sehr zufriedenstellend.

7.3 Das ZAHL-Problem

Das andere Netz, welches ich zum Vergleich der Lernverfahren benutzt habe,
hiefl zahl. Dieses Netz habe ich mit dem tool create_nn erzeugt und dann
kopiert, so daB ich fiir den Vergleich der Lernverfahren Fehler durch unter-
schiedliche Initialisierungen ausschlielen konnte.

Wie der Name schon erahnen 1&8t, wurden mit diesem Netz Zahlen gelernt.
Es war ein 1-aus-N Decoder, d.h. die Ausgabeneuronen konnten nur die Wer-
te 0 oder 1 annehmen, und jeweils 1 Neuron in der Ausgabeschicht stand fiir
eine Klasse von Zahlen.

Das Netz bestand aus insgesamt 83 Neuronen, davon 60 input-Neuronen, 10
hidden-Neuronen und 13 output-Neuronen. Es hatte 2 Schichten trainierba-
rer Verbindungen.

zahl war vollstandig ebenenweise verbunden, ohne shortcut-connections. Das
Netz besafl also insgesamt 813 Verbindungen, wovon aber 83 Verbindungen
vom on-Neuron ausgingen. Hierzu mochte ich noch sagen, dafi zwar in die-
sem Netz die Neuronen der Eingabeschicht auch mit Schwellwerten versehen
wurden, diese aber bei den Berechnungen nicht eingingen, was typisch ist fiir

xorbackon
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ahlnet
Feed-Forward-Netze. Auch dieses Netz ist in Abbildung 75 1n der nn_gui
dargestellt.
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Abbildung 7.5: ZAHL-Netz

Zum Trainieren des Netzes standen mir 2750 Trainingspattern zur Verfiigung.
Zur Kontrolle der Generalisierungsfihigkeit benutzte ich 2564 Testpattern.

Als erstes habe ich eine Patternpaketoptimierung fiir das qcg-Verfahren
durchgefiihrt (vergleiche Kapitel 3.2.1). Dabei hat sich herausgestellt, daf fiir
dieses Problem die Patternpaketgrofie unerheblich fiir die Lernqualitat des
qcg-Verfahrens ist. Je kleiner aber die Anzahl der Trainingspattern in einem
Paket ist, desto mehr Lernschritte werden durchgefiihrt, und das bedeutet,
das qcg-Verfahren ist dann zeitaufwendiger. Deshalb habe ich von nun an
mit dem vollen Patternpaket (2750 Trainingspattern in einem Paket) weiter
gearbeitet.
Nach der Patternpaketoptimierung wurde eine Parameteroptimierung des
qcg-Verfahrens durchgefiihrt. Bei den anderen 3 Lernverfahren habe ich die
Parameter, welche in der Vergangenheit, beim Lernen mit diesen Verfahren,
in der Firma herausgefunden wurden, als optimale Parameter gesetzt.
Aussagen zum Vergleich der Lernverfahren mit Begriindungen und Er-
kldarungen (siehe Hefter)

zahlnetz



Anhang A

Programm zum Beispiel aus
Kapitel 5.3

Das MatLab-Programm beispiel.m:

b
b
b

b
b
b
b
b
o
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b

b
b

Beispiel zum Vergleich von cg-Verfahren und qcg-Verfahren

f_ ->
g_. ->
zZ_.. ->
step ->
C ->
P ->
X_ ->
tol ->
v_error —>
error ->
it ->
n ->
control ->
cnt_pd >
cnt_sym ->
Initialisierung

Erklaerung der Variablen

jeweiliger Fehler
jeweiliger Gradient des Fehlers
jeweilige Suchrichtung

Schrittweite des Gradientenschrittes
Matrix

Vektor

jeweiliger Loesungsvektor
Fehlerschranke

Hilfsvariable zur Fehlerberechnung

Fehler der Iteration

Anzahl der Iterationsschritte

Dimension des Systems

flag zur Kontrolle der spd von C

Variable zur Kontrolle der pos. Def. von C
Variable zur Kontrolle der Symmetrie von C

der Anfangsgroessen
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tol = 0.00001;
it = 0;
control = 1;

% Genauigkeit der Variablen erhoehen

% __________________________________

format long;

% Anfangsmenue

R ——
disp(’ = oo ”)
disp(’ Loesen des Beispiels aus Kapitel 5.37)
disp(’ = —mmmmmmmmmm oo ”)
disp(’ )

disp(’Es soll das System Cx + p = 0 geloest werden’)
disp(’wobei C eine spd-Matrix ist’)
disp(’ ?)

% Eingabe von Matrix C, Vektor p und Startvektor x

Y

disp(’Waehle die Dimension’)

n = input(’Eingabe: ’);

disp(’ )

while control ==
disp(’Gebe die Matrix- und die Vektorelemente ein’)
disp(’ (zeilenweise von links nach rechts)’)

disp(’ ?)
for i = 1:n
for j =

1:n
C(i,j) = input(C’c = ’);
end
p(i,1) = input(C’p = ?);
x_ite(i,1) = input(’x_anfang = ’);
end

% Kontrolle der spd-Eigenschaft von C
Y
cnt_sym = O;

cnt_pd = 0;

for i = 1:n
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if det(C(1:1,1:1)) > O
cnt_pd = cnt_pd + 1;

else
disp(’ )
disp(’Die Matrix C muss positiv definit sein’)
disp(’ )
break
end
end

for i = 1:n
for j = i+l:n
if C(i,j) == C(j,1)
cnt_sym = cnt_sym + 1;

else
disp(’ )
disp(’Die Matrix C muss symmetrisch sein’)
disp(’ )
break
end
end

end
if (cnt_sym == (n"2-n)/2) & (cnt_pd == n)
control = 0;
end
end

% Ausgabe der Matrix und der Vektoren zur Kontrolle
A —
disp(’ )

disp(’Es wurde folgendes System gewaehlt’)
disp(’Die Matrix C:’)

disp(C)

disp(’Der Vektor p:’)

disp(p)

disp(’Der Startvektor x:’)

disp(x_ite)

% Menue zur Auswahl der Verfahren

Y
disp(’ )
disp(’Waehle eines der beiden Verfahren’)
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disp(’ )
disp(’ cg-Verfahren ....... 17)
disp(’ qcg-Verfahren ...... 27)
disp(’ )

answer = input(’Eingabe: ’);

if answer ==
disp(’ Das qcg-Verfahren’)
diSp(’ _________________ ))

disp(’Der Iterationsfehler:’)

g_old = C *x x_ite + p;
f_old = 1/2 * x_ite’ * C * x_ite + p’ * x_ite;
step = (g_old’ * g_old) / (g_old’ * C * g_old);
z_new = —step * g_old;
X_ite = x_ite + z_new;

i Berechnung des Fehlers

% ______________________

error = v_error(i,1)"2 + error;
end

disp(error)
it = it + 1;

% Iteration
/A ——
while error >= tol
z_old = z_new;
f_urold = f_old;
g_urold = g_old;
f_old = 1/2 * x_ite’ * C * x_ite + p’ * x_ite;
g_old = C * x_ite + p;
z_new = —g_old,;
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% Hilfsschritt

/A —

x_hilf = x_ite + z_new;

f_hilf 1/2 * x_hilf’ * C * x_hilf + p’ * x_hilf;

% Koeffizientenberechnung

e = -z_new’ * z_new;

f = f_old;

a = f_urold - £;

b = e - (z_new’ * g_urold);
c = f_hilf - e - f;

% Berechnung von lambda und mu
quot = 4 *x a x ¢ - b"2;
lambda = b * e / quot;

mu = -2 % a*x e / quot;

% Berechnung der neuen Suchrichtung

% _________________________________

% ___________

% ______________________

error = v_error(i,1)"2 + error;
end

disp(error)
it = it + 1;

end

else
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disp(’ Das cg-Verfahren’)
diSp(' ________________ ))
disp(’ )

disp(’Der Iterationsfehler:’)

% 1. Schritt

R —
g =C *x x_ite + p;
z_new = -g;

step = (-z_new’ * g) / (z_new’ * C * z_new);
x_ite = x_ite + step * z_new;

’» Berechnung des Fehlers

Y
v_error = C * x_ite + p;
error = 0;
for i = 1:n
error = v_error(i,1)"2 + error;
end
disp(error)
it = it + 1;

% Iteration

A ——

while error>=tol
z_old = z_new;
g =C *x x_ite + p;
z_new = —-g_old;

% Berechnung von beta

A —
beta = (z_old’ * C *x g) / (z_old’ * C * z_old);

% Berechnung der neuen Suchrichtung

% _________________________________

% Berechnung der neuen Schrittweite step
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% __________

% Berechnung des Fehlers
A ——
0
v_error = C * x_ite + p;
error = 0;
for i = 1:n

error = v_error(i,1)"2 + error;
end

disp(error)
it = it + 1;
end
end

disp(’Anzahl der Iterationsschritte:’)
disp(it)

disp(’ )

% Ausgabe der iterierten Loesung
A
disp(’Die iterierte Loesung:’)
disp(x_ite)

% Berechnung der exakten Loesung
A
x_exakt = C\(-p);

disp(’Die exakte Loesung:’)
disp(x_exakt)

disp(’Ende der Iteration’)
clear;



Anhang B

Tabellen zum Vergleich der
Verfahren

) mittlerer quadratischer Fehler (MSE)
Schritte
qcg-Verfahren | Rprop ‘ Bprop-offline

0 0.254064 0.254064 0.254064
10 0.252036 0.152424 0.365914
20 0.246624 0.097758 0.358099
30 0.341185 0.061437 0.180997
40 0.020155 0.043125 0.232320
50 0.001350 0.032208 0.348161
60 0.001137 0.022337 0.121741
70 0.000005 0.017228 0.004055
80 0.000005 0.012264 0.003437
90 0.000005 0.008707 0.003079
100 0.000005 0.006739 0.002822

Tabelle B.1:  XOR-Vergleichl
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Schritte mittlerer quadratischer Fehler (MSE)

Bprop-online

0 0.326796

100 0.368556

200 0.077343

300 0.014552

400 0.007691

500 0.005156

600 0.003880

700 0.003096

800 0.002571

900 0.002197

1000 0.001918

Tabelle B.2:  XOR-Vergleich2
Schritte mittlerer quadratischer Fehler (MSE)
0.2 5 10 ‘ 15 ‘ 20
0 0.254064 | 0.254064 | 0.254064 | 0.254064 | 0.254064
10 0.250004 | 0.249999 | 0.252036 | 0.263512 | 0.498083
20 0.249999 | 0.249998 | 0.246624 | 0.247158 | 0.499992
30 0.249999 | 0.249997 | 0.341185 | 0.499031 | 0.499992
40 0.249999 | 0.250008 | 0.020155 | 0.498319 | 0.499992
50 0.249999 | 0.248700 | 0.001350 | 0.494253 | 0.499992
60 0.249999 | 0.242127 | 0.001137 | 0.482048 | 0.499992
70 0.249999 | 0.205148 | 0.000005 | 0.185142 | 0.499991
80 0.249999 | 0.118939 | 0.000005 | 0.243220 | 0.499991
90 0.249999 | 0.014291 | 0.000005 | 0.295643 | 0.499991
100 0.249999 | 0.004603 | 0.000005 | 0.117214 | 0.499991
Tabelle B.3:  XOR-Schrittweitenoptimierung beim qcg-Verfahren



Anhang C

Zusammenfassung und Ausblick

C.1 Zusammenfassung

Es gibt zwei grundsétzliche Arten von Lernverfahren, die deterministischen,
welche ich in der vorliegenden Arbeit behandelt habe, und die stochastischen
Lernverfahren. Die erste Klasse benutzt den Gradienten der Fehlerfunktion
F, wo hingegen die andere den Gradienten nicht benétigt.

Za der ersten Klasse gehort unter anderem Backpropagation mit seinen Mo-
difikationen, welches alle lokale Optimierungsverfahren sind.

Im Gegensatz dazu sind die stochastischen Lernverfahren globale Optimie-
rungsverfahren, was auf den ersten Blick schlielen 1483t, dafl diese Verfahren
den deterministischen Verfahren deutlich iiberlegen sind. Dieser Vorteil je-
doch zieht eine Menge Nachteile nach sich. Dadurch, dal das Auffinden glo-
baler Minima sehr stark zufallsabhéngig ist, sind diese Lernalgorithmen sehr
zeit- und rechenaufwendig.

Da man bei den KNN sehr viele Freiheitsgrade(Gewichte und Schwellwer-
te) besitzt, haben sich die stochastischen Verfahren in der Praxis noch nicht
bedeutend gegeniiber den deterministischen Verfahren durchgesetzt. Es ist
immer noch gebrauchlich, das deterministische Lernen einzusetzen und von
mehreren Startpunkten aus zu beginnen.

Die populérsten Vertreter der stochastischen Lernverfahren sind simulated
anealing, threshold-accepting, Sintflut-Algorithmus und genet{;g{vle A’%?J&iet%ls‘
men. Detaillierte Auskunft zu diesen Verfahren kann man in [I] und [8] be-
kommen.

Ein anderes grofles Problem im praktischen Umgang mit KNN ist die optima-
le Bestimmung der Netztopologie. Die Netztopologie ist im hochsten Mafe
dafiir verantwortlich, wie gut das Netz eine gestellte Aufgabe 16st. Eine Her-
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angehensw isge;:gr Losung dieses Problems, die Netzwerkspezifikation, wird
genayer in apitel 5 behandelt.

In [[T] werden einige Lernverfahren vorgestellt, die die optimale Netzwerkar-
chitektur automatisch bestimmen sollen, wie z.B. Cascade-Correlation.

Das Ziel dieser Diplomarbeit bestand darin, eine Variante des Standard-
Backpropagation-Lernverfahrens herzuleiten und in der Praxis zu testen.
Dabei hat sich herausgestellt, dafl das qcg-Verfahren die gleichen Proble-
me aufzeigt, wie die meisten anderen Modifikationen von Backpropagation.
An kleinen akademischen Beispielen zeigt es sehr gute Lernleistungen, aber
bei praktischen grofien Problemen, wie dem ZAHL-Netz, hat es sehr grofie
Schwierigkeiten. Es 148t sich feststellen, daf sich bis heute noch keine der
vielen Varianten entscheidend in der Praxis durchgesetzt hat, vorallem nicht
gegeniiber dem Backpropagation-online-Verfahren.

C.2 Ausblick

Da die KNN immer mehr Einsatzgebiete in der Praxis finden, ist es un-
erlafilich auf diesem Gebiet intensiv weiter zu forschen. Man muf} hier zu-
gleich anmerken, dafl die KNN in vorher nicht fiir moglich gehaltenen An-
wendungsbereichen erfolgreic%ﬂm Einsatz kommen. Einige interessante Ein-
satzmoglichkeiten werden in [I] im Teil 4 vorgestellt und beschrieben.

In den néchsten Jahren werden sicherlich solche Lernverfahren verstiarkt zum
Einsatz kommen, die ihre optimale Netztopologie selber bestimmen und fest-
legen.

Die Verbindung zwischen KNN und Evolutionsalgorithmen (genetische Al-
gorithmen, genetische Programmierung, Evolutionsstrategien) wird in naher
Zukunft verstarkt werden. Bisher haben sich diese Verfahren beispielsweise
gegeniiber Backpropagation noch nicht durchgesetzt.

In theoretischer Hinsicht wird man sich auch in den néchsten Jahren an
den biologischen Vorbildern orientieren, um die Informationsverarbeitung im
menschlichen Gehirn noch besser und detaillierter zu verstehen. Auf prakti-
schem Gebiet scheinen diese Modelle aber ungeeignet, gegeniiber den einfa-
cheren mathematischen Modellen.

Es wére sicherlich interessant zu testen, wie das qcg-Verfahren als online-
Verfahren arbeitet. Ich habe im Kapitel 3 schon einmal bemerkt, dafl dieses
Verfahren in der jetzigen Form ein offline-Verfahren ist, da es bei der qua-
dratischen Approximation auf vergangenheitsbezogene Werte zuriickgreift.
Eine Idee ist, fiir jedes Trainingspattern mehrere Lernschritte hintereinander
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durchzufithren (bei Backpropagation-online ist es genau 1 Lernschritt). Da-
mit erreicht man den Effekt, daf sich die Vergangenheitswerte auf das gleiche
Pattern beziehen. Dann konnte man vielleicht sukzesssive die Patternpaket-
grofe erhdhen, wie im Kapitel 3.2.1 vorgeschlagen wurde. Der Vergleich dieses
qcg-Verfahrens zum Backpropagation-online-Verfahren wére sehr interessant.

Abschlielend 148t sich noch anmerken, daf trotz aller Fortschritte im Bereich
der KNN, die Leistungsfiahigkeit der Neuronalen Netze in absehbarer Zeit
nicht die des leistungsfahigsten Biologischen Neuronalen Netz, dem mensch-
lichen Gehirn, erreichen wird.
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